MAT203 GENEL TOPOLOJi I
DONEM SONU SINAVI CALISMA SORULARI

A) Asagidaki ifadeleri ispatlayiniz.

i) Bir metrik uzayda her tek nokta kiimesi kapalidir.
ii) f:(X,7)—(Y,0)fonksiyonu aciktir <= Her A C X i¢in f(A°) C(f(A))° dir.
iii) Cauchy dizisi olma 6zelligi bir topolojik 6zellik degildir.

iv) f:(X,7)— (Y,0)fonksiyonu kapahdir <= Her A C X icin f(A) C f(A) dur.
B) Asagidaki sorular ¢6ziiniiz.

1. a) B={[x,00)| x €R} smifi baz olacak sekilde R iizerinde bir topoloji var midir? Gosteriniz.
b) .o ={(—00,x]| x e R}U{[x,00)| x € R} sinifi tarafindan iiretilen topolojiyi bulunuz.

2. X={a,b,c,d,e} kiimesi verilsin.
a) f={{a,b,c},{b,c,d},{b,c,e}} simfi X tizerindeki bir topoloji icin baz olabilir mi?
b) ./ ={{b,c,d},{a,b,c}, {c,d,e}} smifi tarafindan iiretilen topolojiyi bulunuz.

3. (R, 1) iist limit uzayi verilsin. 8 ={(x,y]| x,y € Q ve x < y} siifi verilen topoloji i¢in bir baz

olur mu? Gdosteriniz.

4. Rde (a,,):(

n
a) P(R) (diskre) b) %, (alt limit) c) UL (iist limit) d) T=tiimleyeni sonlu

) dizisinin asagidaki topolojilere gore yakinsakhigini inceleyiniz.

5. R iizerinde 7 = {(x, 00) | x e R}U{R, 0} topolojisi verilsin. Bu topolojik uzayda asagidaki dizilerin
yakinsakligini inceleyiniz.

a) (an)=(— 1) b) (by) = (1) =(1,2,3, ..

n
6. X={a,b,c,d,e} kimesi tizerinde T ={X,0,{a, b, c},{b,d, e},{b}} topolojisi verilsin. Buna gore,

a) (a,)=(a,c,b,d,b,d,b,d,...) dizisinin yakinsakligini inceleyiniz.
b) Hicbir noktaya yakinsamayan bir dizi yaziniz.
7. X ={a, b, c} olmak iizere X de (a,)=(a, b,a,b,a,b,...) dizisi verilsin. Buna gore,
a) (a,) dizisi hicbir noktaya yakinsamayacak sekilde X iizerinde bir topoloji yaziniz.
b) (a,)—= a, (a,)—» b ve (a,)— c olacak sekilde X iizerinde bir topoloji yaziniz.
c) X tizerindeki T ={X,0,{a, c},{c}} topolojisi i¢in (a,) dizisinin yakinsakligini inceleyiniz.
8. X bir kiime ve a € X olsun. X {izerinde 7, ={G C X | a € G} U {#} topolojisi verilsin. Buna gore,
a) X deki bir (a,) dizisinin a noktasina yakinsamasi icin gerekli olan sart1 bulunuz.
b) X deki bir (a,) dizisinin bir x # a noktasina yakinsamasi icin gerekli olan sart1 bulunuz.
0, xeQ

1, xeQ°
Buna gore, f fonksiyonu siirekli midir ? kapali midir ? acik midir 2 Gosteriniz.

9. f:(R,%)— (R, %) fonksiyonu f(x) :{ seklinde tanimlansin.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

X ={a, b, c,d}kiimesitizerinde T ={X,0,{c},{a, b},{a, b, c}} topolojisive Y = {1, 2,3, 4, 5} kiimesi
tizerinde o ={Y,0,{1,3},{2},{1,2,3},{2,5},{2,4,5},{1, 2,3, 5}} topolojisi verilsin. Buna gore,
fla)=1,f(b)=3,f(c)=2, f(d)=5 seklinde tamimh f : (X, 1) — (Y, o) fonksiyonu siirekli midir?
Acik midir? Kapalh midir? Gosteriniz.

f:(R,%)— (R,%,), f(x)= x? fonksiyonu siirekli midir? A¢ik midir? Gosteriniz.

x2 , x>0

seklinde tanimlansin. Buna gore,

. Ly_, i =
f:(R,%")— (R, %) fonksiyonu f(x) {x—l  x<0

f fonksiyonu siirekli midir ? A¢ik midir ? Kapali midir? Homeomorfizm midir? Gosteriniz.

9 alisilmis, T timleyeni sonlu topoloji olmak tizere f : (R, 7) — (R, %) fonksiyonu
1 , x>0 . ..
f(x)= seklinde tanimlansin. Buna gore,
-1, x<0
f fonksiyonu siirekli midir? A¢ik midir? Kapali midir? Gosteriniz.
1 , X>y

seklinde tanimhi d: R x R — [0, o0) fonksiyonu bir

meeRMnﬂmw={
y—x , x<Yy

metrik midir? Gosteriniz.

| x—yl
1+[x—y|
a) d nin bir metrik oldugunu gosteriniz.

R tizerinde Vx,y €Ricin d(x, y) = verilsin. Buna gore;

b) Bir a eRicin D(a, %) acik diskini bulunuz.

c¢) A=[0,2)ve x =4 ise d(x,A)=? degerini bulunuz.
[0,2] kapal1 aralig1 tizerinde taniml reel degerli siirekli fonksiyonlarin sinifi C[0, 2] olmak iizere;
a) f,geC[0,2]icind(f,g)= f | f(x)—g(x)|dx iletanimh d nin bir metrik oldugunu gosteriniz.

5
b) fi(x)= x?ve g(x)=2x fonsiyonlari verilsin. Buna gére g € D(f;, Z) olur mu? Gosteriniz.

x =(x1, %), ¥ =(n, »») € R? olmak tizere R? {izerinde d(x, y) = maks{|x,— y|,|x,— |} ve

e(x,y)=|x;—nl+|x,— »»| metrikleri verilsin. Buna gore;

a) a =(3,4)merkezli, r =2yaricapli D,[a, r]ve D,[a, r]kapali disklerini bulunuz, grafigini ¢iziniz.

b) A={(x,y)eR?: |x| <1, |y| <2} kiimesinin d ve e metriklerine gore capini bulunuz.
(d(A)=?, e(A)=?)

0, x=

1, x#y
f:(R,d)— (R, e) birim fonksiyonunun bir izometri olup olmadigini arastiriniz.

R iizerinde d(x, y)=|x — y| alisilmis metrigi ve e(x, y) = { ayrik metrigi verilsin.

[|.|l; ve [].||, bir N vektor uzayi lizerinde birer norm ise, || x|| =||x||, +||x||, seklinde tanimlanan ||.|
da N tizerinde bir norm olur mu? Gosteriniz.

lx—yl
I+|x—y|
norm metrigi olur mu? Gosteriniz.

0, x= U
ayrik metrigi birer

R tizerinde tamimh d(x, y) = 2 ”:
y XFY

metrigi ve e(x,y) = {



